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INTRODUCTION 
Etant don& un hbre euclidien f: F + M au-dessus dune variete Rieman- 
nienne compacte M, nous allons Ctudier certains ftbrts principaux associb 
a cette situation, dttinir des optrateurs de Laplace sur la variete M, sur les 
sections du fibrt euclidien, des operateurs horizontaux sur les fibres prin- 
cipaux et examiner leurs relations. Nous introduirons un optrateur de 
Schrodingir matriciel pour les fonctions definies sur M a valeurs dans RP 
dont nous montrerons que, dans le cas de la dimension p = 2, il est 
l’operateur ordinaire de Schrodinger avec champ magnetique pour les fonc- 
tions a valeurs complexes. Nous Ctudierons alors la liaison entre cet 
operateur et ceux precedemment d&finis et montrerons que la donnee dune 
trivialisation du iibrt euclidien permet d’identifier operateur de Schrbdinger 
et Laplacien sur les sections. Ceci fournit un cadre intrindque pour decrire 
les proprittes de l’operateur de Schriidinger. Par exemple, la transforma- 
tion de jauge est like a un changement de reptre mobile pour exprimer la 
trivialisation du fibre euclidien. Les problemes de stabilite des sous-varittts 
minimales seront ramenes a l’etude d’operateurs de Schrodinger matriciels. 
Enlin nous ttudierons les processus de diffusion associes a ces optrateurs 
et fourniront des interpretations probabilistes du semi-groupe associe a 
l’operateur de Schrlidinger dont l’une fait intervenir une integrale stochasti- 
que multiplicative sur le groupe Cl(p), exact analogue d’une integrale 
oscillante en dimension 2 (cf. [S, 73). 
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1. FIBRI% EUCLIDIENS ET FIBRBS DE REP~RES 
Notations d’algebre multilineaire 
PROPOSITION 1. Soient E, F, G, H des espaces vectoriels reels de dimen- 
sion jinie 
(,.,): E x E + R un produit scalaire. 
B: F x G -+ H une application bilineaire. 
Definissons: (,.,)B: Y(E, F) x 9(E, G) + H par: (U, V), = xi B( U(e,), 
V(e,)) si (e,) est une base orthonormte de E, ceci est independant de la base 
(e,) choisie. 
Demonstration. Le produit scalaire sur E permet de dttinir un 
isomorphisme 1: E -+ E *. Si (U, V) E Y(E, F) x Y(E, G) on a: 
Vo AC’ 0 ‘UE 9?(F*, G) 
or 9(F*, G) est canoniquement isomorphe a FQ G (on associe a@ b et 
f-J‘(a). b) et B se factorise en une application lineaire B: F@ G + H, on 
pose alors: 
(U, v),=B(v.A-l.‘u). 
Ceci est bien une application bilidaire. Si (e,) est une base orthonormte de 
E et (f’) la base duale sur E* 
‘U(g)=C go U(e,)f’ et Vo~-‘~fU(g)=~g~U(ei)~V(e,) 
ou VoJP1ofU-C U(e,)@ V(ei). 
Remarque. Si B est une application bilineaire definie sur E x E on 
retrouve sa trace par rapport au produit scalaire: 
tr B = (Id, Id),. 
Dans la suite, l’application bilineaire B sera souvent sous-entendue. 
PROPOSITION 2. Sous les m&mes hypotheses si A E Y(E, E), V(U, V) E 
Y(E, F) x 9(E, G) on a 
(UoA, B)B=(U, VoA*),. 
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Dkmonstration. Par definition de A* adjoint de A: 3. n A* = ‘A jw oti 
‘A: E* + E* est I’application transposee (ou duale) de A done: 
A*o~~‘=L/‘s’A et (U’>A, V),=@Vt’l. ‘, ‘(U:A)) 
=B(Vo). -‘o’,o’(,T) 
=&V~A*cl. -‘o’U)=(U, VoA*), 
Fib&s euclidiens 
Darts toute la suite, A4 designera une varitte differentiable C”, de dimen- 
sion n Riemanienne t: f: F -+ N un fibre vectoriel de dimension p au-dessus 
de M muni d’une structure euclidienne: (,.,): Fx M F + R, section C” du 
fibre associe des formes bilineaires symetriques ur F, qui, sur chaque fibre 
de f est un produit scalaire. 
Nous noterons n,: 6%” -+ M, le fib& des rep&es orthonormes sur A4, 
ensemble des isomorphismes Y, : R” -+ T,“c,mj(M) et, rep : BP + A4 le fibre 
principal sur A4 auquel est associt F, 9p est l’ensemble des isomorphismes 
rp: RP -+ f -‘(rcp(rp). Entin B = J&?~ x ,,, .9$ produit fibre: 99 = { (rnr r,)/n,(r,,) 
= nnp(rp)). 
pn = 6% -+ ,!A?” etp,: &Y + 9$Tp sont les restrictions des projections. 
Le groupe O(n) opere a droite sur Bn et O(p) sur BP, O(n) x O(p) sur 9. 
Un champs de vecteur est une section du fibre i: T(M) + A4 et, il lui est 
associe la fonction Cquivariante fV sur B”: 
fdr,)=r;‘(VdrJ)). 
De m&me, si s: M + F est une section du tibrt euclidien, il lui est associe 
une fonction Cquivariante f, : .G@,, + RP 
fdr,) = r~‘(~(~,(r,))). 
Connexions 
Soit 4, une 1-forme differentielle sur 9” a valeurs dans l’algebre de Lie 
o(n) du groupe O(n) sera la forme de connexion sur A4 (connexion Rieman- 
nienne unique) et #,, sera une forme de connexion sur BP. 
L’algebre de Lie de O(n) x O(p) s’identifie A a(n) @ a(p), dtfinissons alors 
une forme differentielle d sur 8, a valeur dans a(n)@a(p) par: 
PROPOSITION 3. 4 est une I-forme de connexion. 
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DPmonstration. Si X= X,, + X, E cr(n) @ o(p) et r = (rnr rp) E 93, soit 
L,: O(n) x O(p) -+ .94? delinie par L,(g,, g,) = (r, g,; r,g,) il faut verifier: 
d(CYX)) = X or N+YX)) = PZ~,(WX)) + P~~,W(X)) = M(P,~L)* 
(Xl) + ~,((P,oL)* (X)1 mais: pn 0 L,( g,, g,) = r,, g, = L,” op,, et de m&me 
Pp” L, = L,OP,, OG P,, : O(n) x O(p) + O(x) et prc: O(n) x O(p) + O(p) sont 
les deux projections done, en derivant: (p,,~ L,)* (A’) = LE(X,) et 
(p,o L,)* (X) = L:(X,). (On a identifie a(n) et a(p) avec les espaces 
tangents a O(n) et O(p) en Id pour le calcul de p,*, et p*PG.) Et &L:(X)) = 
d,(LW”)) + &Kyx, 1) = x, + x, = x. 
Montrons enlin que 4 est equivariante: Si g = (g,, g,) E O(n) x O(p), soit 
R, = .$ + 9 dtfinie par RR(rn, g,) = (r, g,, rp g,) x R, est la restriction a .G2 
de l’application i?, = &Tn x &?P + 9,, x 92,, delinie par la m&me formule, 
comme p,* et pp* permettent d’identilier T(9& x 9$,) a T(Bn)@ T(.%$), on 
obtient R,* = Rz” + Rzp et: 
b(R,*(X)) = d,(R:FJ + &(R,*JJ = Ad s,’ .A(xn) + Ad g;’ 4,C~J. 
Or ceci est Ad g - ’ . (4(X)) a cause de la forme diagonale par blocs de 
la matrice de g. 
Remarque. On pourrait aussi verifier reciproquement que la donnee 
dune connexion sur 3 permet, a partir des projections sur o(n) et o(p) de 
defmir des connexions d,, dP. (Bien sur, 4, pourrait avoir de la torsion.) 
Formes d’tkaluation 
Delinissons deux formes differentielles o et w, sur 9 et Se, a valeurs dans 
R” par: 
wJJ’,) = r;‘(ddX,)) et qrlW) = (p,(r))-’ (WX)). 
Comme z=n,op,, w=p,*wn. 
LEMMA. Si g=(g,, g,)cO(n)xO(p), R~!w,= g;‘.wn et R,*w= 
g,’ .w. 
Dimonstration. La premiere relation est bien connue par la forme 
d’tvaluation sur le libre des rep&es, la seconde s’en dtduit grace a 
o=p,*w, etp,oR,=R,op, doncp,*.R,*=R* ,.P,*. 
Champs de vecteurs de base 
A chaque element e de R” est associe un champs de vecteurs B,(e) sur 
92,, et un champs B(e) sur W tels que: 
w,(B,(e)) = e A(Ue)) = 0 
u( B(e)) = e d(B(e)) = 0. 
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Ces champs sont definis de maniere unique puisque (w,, 4,) est une 
parallelisation de 9%Tn, et (w, 4) de R. 
PROPOSITION 4. (a) p,*(B(e)) = B,(e). 
(b) Si g, EO(n), R;n(&(e)) = B,k;-‘(e)). 
(cl Si g= (g,, 8,) E O(n) x O(P), R,*(B(e)) = Bk;‘(e)). 
DPmonstration. Ceci resulte des definitions et des properietes 
d’equivariance des formes o, o,, 4, d,, et de o = p,* w, (pour a). 
Remargue. p,*(B(e)) ne definit pas un champs de vecteur sur R,. 
2. OP~RATEURS DE LAPLACE 
Laplacien horizontal sur .%. Si A est un espace vectoriel reel de 
dimension tinie et g: 92 -+ A une application de classe C2 posons: 
d,g=CC=, E,(E,(g)) oti: {e,}i=,Pn est une base orthonormee de R” et 
Ei = B(e,). 
Laplacien horizontal sur B,,: Si gE C’(9&; A) 
A, g= i E;(E;g) oti E( = B,(e,). 
i=l 
Ces deux operateurs ont detinis comme trace de l’application bilineaire: 
(X, Y) H X( Y, g) sur l’espace des champs de vecteurs de base, qui, identifie 
par 6.1 ou o, avec R”, est bien un espace euclidien de dimension tinie. Le 
paragraphe (1) s’applique: les deux optrateurs sont bien indtpendants de 
la base {e;} choisie. 
PROPOSITION 1. Si g E C ‘( 9PH ; A ) alors: 
Ddmonstration. Ceci resulte immediatement de E( = p,*(E,). 
Laplacian horizontal sur BP. Si g: Ye, -+ A est de classe C2 on pose: 
Oti tFi)i= I, ._., n est un systeme de champs de vecteurs dtfinis dans un 
voisinage de rP tels que: 
(a) bp E O(p), R,D(F,) = F, et 4,(Fi) = 0. 
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(b) Si Yi = drc,,(Fi), ( Y,}i,l _ n est une base orthonormee 
dans un voisinage de m = np(rp). 
(Cl vi,,, V, Yj(m) =O. 
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de T(M) 
Les conditions (a) et (c) tixant completement les derivees en rP des Fi, 
on a: 
i Fi(Fig)(r,) = E Gi(Gig)(r,) si Vi, Fi(rP) = G;(rp). 
i= 1 i=l 
Une propriett de trace prouve alors que l’optrateur est indtpendant du 
systeme {Fi} verifiant a, b, c. 
L’existence dun systeme {E;} resulte de la construction suivante: Soient 
m E M, r E 93; rP E BTP tels que: p,(r) = rP et np(rp) = n(r) = m il existe alors 
un voisinage U de 0 dans R” et une application w: U + 92 telle que: 
(a) si eE U, Vtfz [0, 1) cp(t)=mte verifie cp(O)=r cp’(t)=B(e) 
(b) em,,= rroexpr est un diffeomorphisme de U sur un voisinage de 
m dans M. 
Ceci est possible car l’application lineaire tangente en 0 a exp, est exacte- 
ment p,(r) = r,: R” -+ T,(M) (isomorphisme). On pose alors: si 
n E exp,( U) et n = exp,(e), Y,(n) = rc&-(,)(E;) ou Ei= B(e,). 
Les ( Yi)izi,.,, sont orthonormes en chaque point car 
(exp,(e))-’ (Yi)=w(Ei)=ei et Vi,jVy,Yj(m)=O car Yj est parallele le 
long de la geodtsique issue de m et tangente a Yi si s~p,(exp, U) et 
s = p,(exp,(e)), Fi(n) = p;,=(,,(Ei) comme I = 0 on en dtduit 
&SE;) = 0. 
Comme nP opP = n et que la restriction de n a E5& U est bijective, il en 
est de m&me de la restriction 7cP a pp(exp, U) done pp(exp, U) a un point 
dans chaque tibre pour zP et nous pouvons prolonger la definition de Fi en 
imposant Rzp( Fi) = Fi Vgp E O(p). 
Comme Y, = ?zp*(Fi), les conditions (b) et (c) sont verifites. 
PROPOSITION 2. Si g E C’(9$, A) alon 
~~,,g)vp=4&~Pp). 
Si gE C2(M, A) alors 
(A,g) orc,=A- yc,k°FJ 
(A,+,g)on=AH(go7t). 
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DPmonstration. Ceci resulte des definitions et de: 
F, =P,*@,), Y; = n*(E,) = 7cZ(p,*(E;)) = n,*(E:). 
Laplacien sur les sections du fihrP euclidien 
DEFINITION. Si s: A4 + F est une section de classe C * du tibre f: F -+ M, 
suivant [8] on pose: 
As= i V,(V,s)-V,Y,S=~V,(VS)(Y,), 
i= 1 I 
ou ((Y,),, , -,,) est un systeme orthonorme de vecteurs tangents. 
~OPOSITION 3. Si,f,: 5$, + RP est la fonction tquivariante associ&e & la 
section s alors: 
f,,=A,JL 
LEMME. Si s: M + F est une section du fibrk, f, la fonction associie, Y un 
vecteur tangent en m ri M et y tangent en rp Li BP tel que: 
np(rp) = m 7cf( P) = Y alors: 
fv,, = P.fs + &mfY. 
DPmonstration. Par definition fvys est la dtrivee horizontale de f,. Soit 
y, la composante horizontale de Y alors: 
r= P, + L$(qb,( 7)). 
En effet comme L, est une application de O(p) dans-n; ‘(n(r,)), Lc(d,( P)) 
est bien vertical et q4,( 9) =d,(L,(d,( F))), done Y, est bien horizontal. 
Done 
fv,, = FL= y.f, -&y&m) A 
L~(4,,(j7)~fr=$ (f,(r,exp td,(~)),=o oti exp: a(p) -+ O(p) 
= f (exp( - 4,( Y)) rp l(S(~p(rp))))t=o 
= -4,(8).r;’ (s(n,(r,))) = - d,( P) f,(r,). 
Dkmonstration de la proposition. Choisissons pour ( Yi) le systeme con- 
struit prectdemment (6). Alors V ,,, Y,(m) = 0 et &,,,, = Fi .fy car 4,(Fi) = 0 
et f,, vy s = Fi(FifS) d’ou le resultat. , I 
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TH~OR~ME 1. Si M est une variit& compacte orient&e, soient s, et s2 deux 
sections de classe C2 du fibrP euclidien f: F + A4 alors: 
s (As,, d(m) dv(m) = - I (Vs,, VS~),,~,(,~, Fj dv(m) M M 
= 
s 
M Cylr As21F(m) dv(m) 
oti dv(m) est la mesure de volume sur M, (.,.)F le produit scalaire sur les 
fibres de F et (.r.)yM(r(M,,F, celui qui s’en deduit sur les fibres 
%TAW,f-'(m)). 
Demonstration. Soit v la n-forme differentielle de volume sur M. En 
chaque point m E M: (X, Y) H (V, s1 , s2),,, i( Y)u est une application 
bilineaire de T,(M) x 7’,(M) +/i”- ‘T,(M) (oti i( Y)u est le produit inte- 
rieur) done, sa trace: ,I=~~=, (V,,s,, s2) i( Y,)u est une (n- 1) forme 
differentielle indlpendante du choix des (Y,), systeme orthonormt, et done 
detinie sur toute la variete M. Alors: 
dll= i { Y,. (V y, $1, s~)Fu + (V, ~1, ~2) d(i(Yj))J 
j= I 
notons @ les 1-formes duales des Y,. On a utilise: 
et,sig:M-+R,dg=C(Yj.g.)@donc 
+ (V, sly s2L 4i(Yj(v))) 
d(i(Y,)v)= c (-ly’+k ’ dek/ie9...4%t...Ak~.../iB” 
k#t 
oti k’=k si kc j 
= c de”(Y,, Y,)u et =k-1 si k>j 
kfl 
dO”(Y,, Yk)= Y;(ek(Yk))- yk(ek(yj)-e”([Y,, ykl) 
= -e”([y,, yki). 
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Comme [Y,, YJ =V, Y, -V,, Y, (absence de torsion) et que 
(Y,, Y,), = 1 *O= Y,( Yx, Y,)=2(V,., Y,, Y,)=2fP(V,; Y,) on a 
Bk([Yi, Y,])= -P(V, Y,) or 
(Y,, Y,)=O*(V,, Y,, Y,)+(Y,& Y,)=Od’ou 
OktVYk yj)= -8/(vYi y!f) 
done d(i(Y,)u) = -Ck f?(V, Y,)v (car B'(V, Y,) = 0) et dll = 
Cj~(VY,VY,S~~S2)Fu~+(V~,S~~VY,S*)L.u)~~j,k~(VY~y~)(v~,s~~s*)u or 
V, Y, = Cj P(V, Yk) Yj done tinalement: 
dl= c C(~,~,.F~,.).~)F-(VV~,~,S~~S~)I+C(V~,S~~VY,SZ)F 
i I 
en appliquant alors la formule de Stokes, le theoreme est demontre. 
3. OP~RATEUR DE SCHR~DINGER MATRICIEL 
DEFINITION. Soit I,!I une I-forme differentielle sur A4 a valeurs dans a(p) 
alors si g E C*(M, I?‘), on detinit I’operateur de Schrijdinger matriciel S, 
par 
S,g= -Id,g-(ICI,dg)+~(d*~+(~,~))g. 
Commentaires. L’application bilintaire (A, X) E o(p) x RP I-+ A(X) E RP 
permet de dtfinir une application bilineaire: 9(7’,(M), a(p)) x 
9( T,(M), RP) + Rp c’est en ce sens qu’on a ecrit ($, dg) done: 
($, dg), = i $(E,) dg(E;) si (E,) base orthonormee de T,(M). 
r=l 
~ De m&me (A, B) E a(p) x o(p) + -A 0 BE o(p) permet de dtfinir 
une application T(T,(M), 0(p)) x T(T,(M), O(p)) + g/(p) et, en ce sens: 
- d*$= -iCj Yj.(ll/(Y~))-$(V, Yj)}= -IZjV,II/(Yj). 
Sous cette derniere forme d*$ apparait comme une trace et est done 
indtpendante du choix de la base (Y,). 
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TH~OR~ME 1. Si M est une variete compacte orientee, pour toute 1-forme 
differentielle I/I, C I, a valeurs duns o(p) et tome fonction g: AI--+ RP de 
classe C’: 
s 
d*$ .g dv = (+, dg) dv. 
M s M 
Demonstration. Soit h,,, = x7= r \I/( Y,) g(,, . i( Yj)v. Comme en (2) ceci 
est independant de la base orthonormee (Y,) choisie localement et d&it 
done une (n - 1) for-me differentielle C ’ sur toute la variete 
dh=Cd(~(Y,)g)ni(Yj)v+C~(Yj)gd(i(Y,)v) 
=i yj'($(yj) gJv-C ,(z gaitvYk yk)v 
i 1.k 
=F (yj~Ic/(yj))~v+~~(yj)(y~~~)v~~~(v~~ yk) gv 
i k 
= -d*$ .gv+($, dg)v car ($, &)=C rL(Y,)&(Yj). 
La formule de Stokes permet d’achever la demonstration. 
Operateurs de Schriidinger et Laplaciens sur les sections du fibre euclidien 
THBOR~ME 2. Soit t: U -+ 9$ une section du fibre principal I-c~: BP -+ M 
difinie sur un ouvert U de 44, alors a tome section de classe C2: s: U -+ F du 
fib& euclidien f: F -+ M on associe sa scalarisation c’est-a-dire la fonction 
f,o t: U+ RP. Alors on a fA,s~ t = -2S+(f, 0 t) oti I,!J = t*c+d,. 
Demonstration. Soient m un point fix& de M et ( Y,)j= ,,,.n une famille de 
champs de vecteurs dtfinis dans un voisinage de m telle que, en chaque 
point n, les Y,(n) forment une base orthonormee de T,(M) et: 
Vi, jV, Yj(m) =0 
As(m) = i V,(V, s)(m). 
j= I 
Comme t*( Yj) est un vecteur tangent a gp tel que n,*(t*Yj) = Y, car 
7~~ 0 t = Id: fv,, of= t*(Yj).fs+q5p(t*(Yj))f,0 t (d’aprh le lemme (2)) od 
f VY,S 11 t = Y, . (f, 0 t) + d,( t*( Y,)) f, . t. Done 
f VY,VY,$ Ot= YJ.(fv,ot)+~p(t*(YJ))fVy,~of 
= yj’(yj’(Lot))+ yj’(dp(t*(Yj))fsot) 




fA,&, Y;(Y,.(.f;‘t))+2 i ~,(t*(Y,))~(Y;(11:~t)) 
,=:I 
+ i y,'4p(t*(Y,))+ i ~,,(f*Yj)~p(r*Y,)f;~t 
i ,= I /=I 1 
d’od 
THBOR~ME 3. Soient M une vari&tt (C “) et I,$ une l-forme diffkrentielle 
sur M Li valeurs dans l’alg&e de Lie a(p). Alors il existe une unique forme 
de connexion #,, sur le fibrP principal nP. M x O(p) + M auquel est associi le 
fib& euclidien f: M x Rp -+ M, telle que: 
* = Gvp 
02 t,: M -+ M x O(p) est la section triviale: m H (m, Id). 
Commentuire. Sur un fibre euclidien, un operateur de Schrodinger 
matriciel est associe au Laplacien sur les sections et au choix dune tri- 
vialisation. Reciproquement tout operateur de Schrodinger peut $tre 
obtenu de cette man&e. 
Dimonstration. Soient rc,, :M x O(p) + M et rcG :M x O(p) -+ O(p) les 
projections leurs derivees z,* et 7cE permettent d’identifier T,,, .,(A4 x O(p)) 
et TAM)@ T,(O(p)). 
En appliquant les proprietes des formes de connexion [B, C] on a, 
necessairement: 
b pcm,y)=G~+(Ad g ‘,$Y 
oii p est la forme de Maurer Cartan sur O(p) qui, a un vecteur X tangent 
en g a O(p) associe le champs de vecteur invariant a gauche dont la valeur 
en g est X. Reciproquement, on vtrifie aistment qu’une telle formule definit 
bien une forme de connexion et que t$cjp = ~9. 
COROLLAIRE. Soit M une vari&P compacte orientke telle qu’il existe une 
section t: M -+ .!J$, trivialisant globalement le fibrP euclidien f: F -+ M, alors, 
si g, et g, E C2(M, RP) on a: 
jM (S, g,, g2)(m) dv(m) =i jM (dgl + Ii/g, ydg2 + b2) dv(m) 
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Dbmonstration. Comme rtP o t = Id, t(M) a exactement un point dans 
chaque libre de rrpr il est done possible, en faisant agir le groupe O(p), de 
trouver des applications h, , h, : 9$ -+ RP equivariantes et de classe C2 telles 
que gi= hi0 t: en fait hi(rp) = r;’ 0 t(n,(r,)) .gi(xP(r,)) ou l’application: 
rP w r;’ 0 t(7cp(rp)) gP -+ O(p) est C”. 
A ces fonctions equivariantes hi sont associees des sections si du fibrt 
f: F -+ M et gi =f,,o t. I1 suffit maintenant d’appliquer le thtoreme prtce- 
dent: 




(Vs,, Vs,) du(m) 
or (VS,,V.~,)=C,“=, (Vr,~,,Vy,~2)F=C~=, (fv,.,~t,fv,.,~t)RP et d’aprks 
le lemme (7) fv,,,ot= Y,.(f,,ot)+~p(t*(Yj))~lot=~ggl(Yj)+II/(Yj) gl 
done (Vsl, Vs2) = (I&, + $slT dg2 + $gJ. 
Changemen t de jauge 
Soit t,: U -+ BP une section du fibre principal: rtP: Se, + M delinie sur un 
ouvert U de M. 11 y a alors, bijection entre les sections t: U + 9$ du fibre 
principal et les applications de classe Coo: g: U + O(p), qui a g, associe 
t,: U + &?P dtfmie par t,(m) = to(m). g(m). 
PROPOSITION. Si $o=tzq4p et $g=tg*q5p, alors $g=AdgP1.$O+g*p 
oti p est la forme de Maurer-Cartan sur O(p). 
DPmonstration. La forme de Maurer-Cartan sur O(p) est une 1-forme 
differentielle a valeurs dans a(p) qui, a un vecteur X tangent en g, a O(p) 
associe le champs de vecteur invariant a gauche dont la valeur en g, est X. 
Si l’on identifie a(p) et l’espace tangent a l’unite du groupe alors: 
p(X) = L$1 (A-). 
Si X est un vecteur tangent en m a M, calculons $,(X) = qS,(t,*(X)). 
Soit 2: U + .9$, x O(p) detinie par A(m) = (to(m), g(m)), l’espace tangent a 
BP x O(p) est identifit a T,,,c,@?P 0 T,,,,O(p) et n*(X) = t,*(X) + g*(X) 
alors d’apres [ 11: 
t,*U-) = R,:,,(to*(V) + C&&*(X)) 
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L ,o,mj: O(p) + gP est dtfinie par LlO(,,,) (k) = to(m) .k (Action a droite de 
O(P)) or b(m) .k = Mm) g(m) .s(mJp’ k done L,ol,n, = .GRcm, .&,,-1 et: 
c&w,(g*(~)) = L$?7, (L:(,,-l(g*(X))). Comme g*(X) est tangent a O(p) en 
s(m) &n- k*(X)) = As*(X)) done LT,,,,,(g*(W) = L$&k*(W)) et, 
par definition d’une forme de connexion: $,(LG,,,(g*(X))) =u(g*(X)) 
done: 
‘k,(X) = dp(t,*W)) =~p(q(m,M~))) + P(g*(m) 
=Ad g(rn)~‘.~p(fO*(X))+~(g*(X)) 
ou $R = Ad,,,+ . $,, + g*p. 
Le passage de la forme Ic/O a la forme $, = Ad g(r,)) ’ . rjO + g*p associe 
a la fonction g: U-t O(p) est appele transformation de jauge pour 
I’operateur de Schriidinger matriciel. 
COROLLAIRE. Soient M une variete compacte orientee, II/ une I-forme dif- 
ferentielle sur M a valeurs duns a(p). Notons: L’(M, RP) = (h: M-t RP, 
s llh~m~l12 Mm) < ~0 1 et Se l’operateur de Schriidinger ayant comme 
domaine de definition C “(M, RP). Alors, a tome application 
gE C”(M + O(p)) est associee une application unitaire: U,: L*(M, RP) -+ 
L2(M, RP) de$nie par U,h(m) = g,,, . h(m). On a alors 
Demonstration. Reprenons la construction du (3) Theo&me 2: Si t,; 
M-+ gp trivialisation du tibre euclidien est donnte, a toute section 
s: M + F est associee une fonction hl,: M + RP par h,,(m) = t,(m))’ (s(m)), 
et reciproquement (cf. la demonstration de (3) corollaire). Si t,: M + BP est 
defmie par t,(m) = to(m) .g(m) alors hJm) = g(m))’ h,,(m) = U,-l(h,,) et 
S,h,, et Stigh,R sont les deux fonctions associees a As done SILghln= 
U,-,(S,h,,)=Stilg(UgmIh,,) et S,h,,= U,StipUR~l(hlO) et S,= U,StigUIp-~ 
c’est-a-dire U,- I S, U, = StiR. 
Remarque. Si V: M + S(p) est une application C”, ou S(p) est l’espace 
des operateurs symttriques sur RP, on peut etudier I’operateur S,.. defini 
par S,,,,(h)(m) = S+h(m) + V(m)h(m), on a encore: 
u,+s,,.u,=s, y oii 8. R v,(m) = g(m)-’ JW) g(m). 
Exemple de la dimension 2 
Si p = 2 on peut identifier R2 et @ en confondant (z) et a + ib o(2) s’iden- 
tifie alors a iR. 
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En reprenant les notations de (3), la forme $ a valeurs dans o(2) sera 
identifiee a i0 06 13 est une forme differentielle a valeurs reelles et, si h note, 
indifferemment une fonction: M + C ou M + R2 alors: 
(lfb, dh) = i: $(E,) dh(E,) =i: ie(E,) dh(E,) =qe, dh) 
j= 1 j= I 
de meme: 
($9 ti)= - i: $tEj) titEj)= i e(Ej)2= ll~l12. 
j=l j= I 
On note que, si dans le cas general une somme de carres d’oplrateurs de 
o(p) est un optrateur symetrique positif, pour p = 2 c’est une homothttie 
a coefficient positif. 
Enfin d*$ = id*8 et l’on retrouve l’operateur de Schrodinger ordinaire: 
Seh = - 1 Ah - i(O, dh) + ;(id*B+ 110112)h. 
Comme O(2) est commutatif Ad g-’ = Id et la transformation de jauge se 
reduit a: 8, = 8, + dcc/icc. 
4. STABILITY DES SOUS-VARIBTBS MINIMALES 
Si M est une variete orient&e de dimension n et, A une varitte Rieman- 
nienne de dimension n + p et i: N+ li;i une immersion C”, nous pouvons 
alors definir une structure Riemannienne sur M, a partir de celle de A et 
un librt euclidien f: N(M) -+ M: le fibrt normal de l’immersion. Ce fibre 
normal est dote d’une connexion, induite par celle de I%?. Supposons que 
cette immersion soit minimale et soit i, une variation de i, c’est-a-dire une 
famille d’immersions i, = M -+ A pour t E [0, 1 ] telle que l’application: 
I: Mx [0, l] + A dtfinie par Z(m, t)= i,(m) soit C”. Posons 
E(m) = Z*((ll/&)(m, 0)) et EN(m) projection de E(m) sur le tibre normal. Si 
M est compacte, soit v(t) le volume de i,(M) (i, induit sur M, a partir de 
ii;i une nouvelle structure Riemannienne, a laquelle est associee une 
nouvelle forme de volume, c’est l’integration sur M pour cette nouvelle 
forme qui fournit u(t)) alors v est C”, u’(O)=0 et l’on a la formule de 
J. C. Simons [S]: 
u”(0) = f (- AEN + R(EN) - A”(EN), EN)Fdu(m). 
M 
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2 et R sont des operateurs symetriques positifs sur le libre normal delinis 
a partir de la deuxieme forme fondamentale de l’immersion et de la cour- 
bure. 
La stricte positivite de l’operateur -As + (i? - 2)s sur les sections du 
libre normal implique la stabilite de la surface minimale. 
L’operateur As s’exprime a l’aide d’operateurs de Schrodinger matriciels. 
5. MOUVEMENTS BROWNIENS SUR 9 ET 9f?n ET PROCESSUS ASSOCIBS AUX 
OPI~RATEURS DE SCHR~DINGER MATRICIELS 
Si (e,L= I...n est une base de R”, nous pouvons dtlinir des processus de 
diffusion sur 9 et 9,, au moyen des equations differentielles stochastiques 
suivantes [4]: 
dr(t) =X;=, B(e,)(r(t))odw”(t) 
r(O) = ro 
dont la solution sera notte r(t, rO, W) et 
note rn(t, r,,Ow) oti (w’(t)),= ,,,,,.n est un brownien de dimension n. 
PROPOSITION. p,(r(t, rO, w)) = rn(tr p,(rO), w). 
DPmonstration. 11 suflit d’appliquer le lemme de Ito sous la forme de 
Stratanovitch et d’utiliser p,*(B(e)) = B,(e). 
PROPOSITION. Les projections x(r(t, rO, w) = x,(r,(t, rn,O, w)) dt!finissent 
un mouvement brownien sur la variPtP M. 
Remarque. 11 est clair d’aprb les definitions que les processus de diffu- 
sion r(t, rO, w) et rn(t, r,,O, 
et f 93Tn, respectivement. 
w) sont associes aux operateurs differentiels $9 
Processus assock! ti I’opdrateur de Schriidinger matriciel 
Soient (I/ une 1-forme differentielle delinie sur la variete M compacte a 
valeurs dans l’algebre de Lie a(p) et V une fonction C cD sur M, a valeurs 
dans S(p), espace vectoriel des endomorphismes symetriques sur RP. 
Delinissons un processus A(t, r,,,, w) sur GL(p) par les equations 
differentielles stochastiques: 
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d-,(t) = i: &te,)(r,tt))~dw”tt) 
a=1 
dA(t)=A(t). f: fti(r,(t)).e,odwa(t)- vodr,(t))dt 
[ a=l 1 
r,(O) = Tn.0 
A(O) = Id. 
Oti fti : .cA?~ -+ .Y(R”, o(p)) est la fonction associke A la forme diffkrentielle $ 
parf+(rJ= +Acrnj~~n. 
TH~OR&ME 1. On peut d@nir un semi-groupe Q, sur I’espace @‘(IV, RP) 
des fonctions continues h: M + RP par: 
Q,W) = W(t, r,,o)h(M,(t, r,,o)))) oc rn,O E Se, tel we dr,,o) = m 
et, pour toute fonction h de classe C”: 
Q,h(m) = h(m) - 1’ Q&, d(m) ds. 
0 
Done Q, est le semi-groupe associk A l’op&ateur de Schriidinger Se,.: 
Se3 Am) = - 4 Ah(m) - ($, dh) + [i(d*$ + ($, II/)) + V] h. 
LEMME. Si g est un tY&ment du groupe O(n), 
(~,or,t., ro, w), A(., ro, w)) et (nnOrnt., rag, w), A(., rag, w)) 
ont m&me loi. Ceci implique, en particulier que Q,h(m) dipend bien de m et 
non de r,,, pris dans la fibre de m. 
Demonstration. Soit W(t) le mouvement brownien sur R”* (dual de R”) 
dklini par W( t)(e,) = w*(t), alors les tquations diffkrentielles tochastiques 
dkfinissant (r,,, A) sont: 
dr,( t, ro, WI = (&(r,tt, ro, w)); dW(t)) 
d4t, ro, W=Att, ro, WI. C(f,dr,(t, ro, WI); dWt))- ~~n,(r,( ... )) dtl 
r,((k ro, W = r. 
A(0, ro, W) = Id, 
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ou les couplages ( .;.) sont dtfinis au sens de (1) en utilisant le produit de 
Stratonovitch. Ce qui tient lieu d’application bilineaire B de (1) c’est 
l’application: TVn(Bn) x R -+ T,“(R,) ou a(p) x R + a(p) de multiplication 
par un scalaire. Grace au produit scalaire canonique sur R” on en deduit 
des applications bilineaires: 
(.;) = ~(R”, TJ&!,,)) x R”* + TJ&‘,,) 
cY( R”, o(p)) x R”’ -+ a(p). 
Posons alors ~~(t, ro, W) = r,(t, ro, W) .g = R,(r,(t, ro, W)) d’apres le 
lemme de Ito: 
ds,(4 ro, W = (R,*B,(& ro, WI); dW,,,) 
= (&MC ro, W)) .g-‘; dW,,J 
= (&M& ro, w)); dW,,, .g-“) 
(cf. (5) prop. (b)) 
(cf. (1) prop. 2) 
et s,(O, ro, w) = r. .g done r,( ., ro, w) .g = r,( ., r,g, Wag-‘*) alors 
A(.,r,.g, Wag-‘*) est tel que: A(O,r,.g, Wog~‘*)=Id et 
dA(t, r,g, W.g-‘*) 
=A(& r,g, Wag-‘*) 
x C(f~(rn(t,rog,W~g~‘*));dW,,,~g~‘*)- VOnJr,(t, r,g, Wag-‘*))dt] 
= A(t, r,g, Wag-‘*) 
x C(fdr,(G ro, WI .g); dw,,, .C’*) - VOdr,(t, ro, WI .g) dtl 
= A(t, r,g, Wag-‘*) 
x [(fti(r,(tl ro, WI) .g; dWc,,og--‘*)- Vodr,(t, ro, WI) dtl 
car, parCquivariancefti(r.g)=f(r).g=A(t,rog, WOg-‘*)[~ti(r,(t,ro, W)); 
dW,ogp”og*)- V.n,(r,(f, ro, W))dt] d’apres (1) prop.2. 
Done A( ., r,g, og-‘*) =A(., ro, W) et, tinalement (z,r,( ., ro, W), 
A(., ro, WI) = (w-d., r,g, Wogp’*), A(., r,g, Wogp’*)). 
Mais, comme gEO(n), Wag-‘* est un brownien comme W, 
done (w-A., r,g, Wogp’*), A(., r,g, Wogp’*)) et (7c;r,(., r,g, W), 
A( ., r,g, W)) ont mCme distribution. 
Dkmonstration du ThCorgme 1. D’apres le lemme Q, est bien dtfini: 
l’existence des processus (rnr A) ne pose pas de difliculte puisque les coef- 
ficients des equations differentielles stochastiques sont des fonctions C O3 sur 
les varietts compactes A4 ou L%Tn. 
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On montre facilement en utilisant l’unicite des solutions des equations 
differentielles tochastiques que: 
r,(f+s,ro, w)=r,(t,r,(s,r,, w),w+) oh w+(t)=W(t+S)-W(S) 
puis A(t + S, ro, w) = A(s, ro, w) A(t, rn(s, r,,, w), IV’) d’oti l’on deduit 
facilement que Q, est une semi-groupe. Pour rechercher son generateur, 
appliquons le lemme de Ito a: 
Y(C rol WI = A(4 ro, W)h(n, .r,(t, ro, WI) 
alors 
dY(f) = A(6 ro, w) C(&Ar,(f, ro, WI); dw,,,)h(z, .r,(t, ro, w)) 
- V.nn(rn(t, ro, ~1) .h(n,, r,(..)) dt] 
+ A(4 ro, w)odh(nn,. r,(t, ro, w)) 
or dh(7c, .r,( t, ro, w)) = (h 0 7~~) *.dr=C::=,L,(ho71,)(r,(t))odw”(t) oti L, 
dtsigne la derivation suivant B,(e,) dune fonction dtlinie sur ST,, done 
dY(t)=4t)CCi=, ((f~(r~(t)).h~~n,(r,(t))+~,(h~n,)(r,(t)))~dwa(t)- v. 
n,(r,(t)) . h 0 n,(r,(t)) dt od dA(t) = A(t) (CE=, &,(r,(t)) . e, 0 dw”(t) - 
I’. x,(r,(t)) dt) done, en differentielle de Ito: 
dY(t) = A(t) i ((fJr,,(f)) -e,)hodr,(f) 
a=1 
+L,(h~~~,,)(r,(t))dw~(t)- V~n,(r,(t)).h~n,(t)) dt 
1 
+ f A(f) f ~;?(~~7bJ(r,(~)) 
[ a=1 
+ i U&A.) ear ~h~n,)(r,(t)) dt 
L1=1 1 
+ i A(t) i (f+(r,(t)) .e ) a=1 
x((f~(r,(t)).e,).ho7t,+L,(ho~,)(r,(t))) dt. 1 
D’oil si dY( t) = d( Martingale) + dU( t) oti 
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dU(t)+4(t) i Lpm-c,)(r,(t)) ( a=l 




= ; A(t)(Z+ ZZ+ ZZZ+ IV+ I’)(r,(t)) dt 
Z(rJ = ~~Jh~7J(rn) = ~,d(~:,(~,)), 
V(r,)= -2V.h(71,(r,)) 
car n,* L, = rc,*(B,(e,)) pour cL = 1, . . . . n forme une base orthonormee de 
T M. dr”) 
Wr,) = i (f@(r,) .ed(fJrJ .e#~n,(rJ 
z=I 
Enfin Ctudions ZZZ(r,) = Ci =, L,(&(r,) . e,) h 0 n,(r,) et montrons que 
Zll(rJ = - d*~cn,c,,,h(~,(r,)). 
Soit m = nn(rn), notons quef+(r,) . e, = $n,C,,J(rrn,* L,). 11 faut deriver cette 
fonction de rn suivant le vecteur L,. Posons t H r,,,(t) courbe integrale du 
champs de vecteur L, telle que r,,(O) = rn, alors cette courbe inttgrale se 
projette par TC, sur A4 comme une geodtsique tangente en m au vecteur 
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~,*,,,,(LJ =Em, soit t H m,(t) cette geodesique et E,(t) = TC~~,~,,~,,,(L,) le 
vecteur tangent A cette geodtsique: 
f&,,,(t)) ‘em = II/,,,)(E,(t)) 
done 
L(f+(. 1 e,h = -$ (vQ,,dE,(t))h=o 
= &(ti(&)),,, 
done ZZZ(r,) = -Cg=, (E,. ($(E%)))(,,, comme le vecteur tangent a une 
gtodesique est autoparallele: VET = E, = 0 done ZZZ(r,) = -d*ll/,,, .h,,,. 
Nous avons done bien montrt que: 
dY(t) = d(Martingale) - A(t). S,,..h(r~,, .r,(t)) dt 
done Q,h(m) = h(m) - jh Qs,S,, ,,h(m) ds et le thtoreme est dtmontrt. 
Mouvement brownien et formule de Feynmann Kac sur .9$, 
TH~OR~ME 2. Si r(t, r,,, w) dksigne le mouvement Brownien sur W 
r,(f, rp,o, w) = p,(r(t, ro, w)) oi rp,o = pP(ro) dkfinit un processus de diffusion 
sur BP associP au laplacien sur BP. Ce processus est invariant pour I’action 
ci droite de O(p): 
RJrJ4 rp,o, WI) = (r,(t, rp,ogp, w)). 
Dkmonstration. r(t, ro, w) est solution de l’equation differentielle 
stochastique: 
dr(t, ro, w) = (W-(4 ro, ~1); dWt)) 
40, ro, w) = r. 
od W(t) est un mouvement Brownien sur R”*. Si g = (g,, g,) E O(n) x O(p) 
posons s(t, ro, w) = r(t, ro, w) .g = R,(r(t, ro, w)) alors, d’apres le lemme de 
1to: 
ds(t, ro, w) = (R,*B(r(t, ro, ~1); dWt)) 
= (B(s(r,r~,w.)) “gn -l; dW(t)) (cf. (1) prop. (4)) 
= (Bwro. w,,; dW(t)og,l*) (cf. (1) prop. 2) 
et ~(0, ro, w) = r. .g done r(., ro, w).g=r(.,rog, w(t)Og;l*) done 
p,(r( ., ro, w)) ‘g, = p,(r( ., r,g, w og;“)) et, si g, = Id ceci nous indique 
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que la distribution de p,(r( ., Y(,, us)) ne dkpend que de y,,(rO) = rP car 
WOg” ‘* est un brownien sur R”‘, on en dkduit aiskment que r,(t, r,T,o) est 
un processus de diffusion et, grhce A (2) proposition 2, que le glnkateur est 
bien le laplacien sur %TP. 
Si g, = Id, p,(r( ., ro, w)) ‘g,, = p,(r( ., ro(Id, g,), w)) done le processus rP 
est bien invariant par l’action A droite de O(p). 
Formule de Feynmann Kac sur .%‘,, 
L’invariance du processus rP( ., rP,o, o) par action ri droite de O(p) 
implique que, si h: &Tn -+ RP est une fonction kquivariante: 
h(rpgp) =g;‘h(r,) 
il en est de m&me de rP.o H h(r,(t, rp,o, co)) et de 
rp.O --+ E(h(r,(t, rp,o, 0))) = M,h(rp,o). 
M, est ainsi un semi-groupe sur l’espace des fonctions continues 
%?(gp, RP) qui permet, grace A la correspondance s 4 h, entre sections s du 
fibrk euclidien f: F -+ A4 et fonctions kquivariantes h,: 9$ + RP, de dkfinir 
un semi-groupe fi, sur les sections du librt euclidien dont la restriction 
du gtnkrateur aux sections de classe C” est le laplacien (proposition 3 
de (2)). 
Soit T: M -+ S(F) section C” du fibrC des applications symktriques ur 
F c’est-A-dire que, pour tout m de M, T(m) E Y(f-‘(m), f-‘(m)) et T(m) 
est symCtrique on peut lui associer une application Cquivariante: 
T’: .Bp + S(Rp) dtlinie par T’(r,) = r;’ 0 Tcnp(rpJjo rp. 
Dkhissons alors une fonctionelle, S du processus rp( ., rp,o, o) A valeurs 
dans Gl(p) par: 
dS(t, rp.o, uf = s(t, rp,o, o)o T’(r,(f, rp,o, 0)) dt et S(0, rp,o, w) = Id. 
Ceci est une tquation diffkrentielle lintaire ordinaire, comme T’ est une 
fonction continue S est bien dklinie de faGon unique. 
THI?OR~ME 3. Sur l’espace g(M, F) des sections continues du fibrP 
eucfidien f: F+M (A4 compact) N,f,(r,,)=E(S(t, rpo, w)fs(rp(t, rp.o, co))) 
dkfinit un semi-groupe assock! ri i’opkrateur As + Ts. 
De’monstration. Les proprittb multiplicatives de la fonctionnelle S 
montrent aiskment que N, est un semi-groupe sur l’espace des fonctions 
continues 9%?D -+ RP et qui vtrilie, pour toute fonction hC”: 
N,h(r,) = h(r,) + j’ N,((AHg + T’) h(r,)) dt. 
0 
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D’autre part, $ cause de I’unicitC des solutions d’une kquation diffkren- 
tielle lintaire: 
S(t, T&O, gp, WI = g,‘m rp.0,~) ‘g, 
oti on a utilisi. l’tquivariance de T’: 
T’(r,g,) = g;’ T’(r,) g, 
on en dCduit facilement l’kquivariance de rp,o H S(t, rp,o, w)fs(rp(fr T,,~, co)) 
si f, l’est et, done celle de rp,o H N,f,(r,,). Par constquent N, induit bien 
un semi-groupe fl, sur les sections du fibrC euclidien associk A l’optrateur 
A + T [7, proposition 11. 
Si le libri: f: F + A4 est trivial, la donnCe d’une trivialisation t: M + B?p 
permei d’identifier sections s: A4 --t F du fibrt: et fonctions f,o t: A4 + RF. 
Dans cette identification l’opttrateur A + T est associk B l’opirateur de 
Schr6dinger S,, “. Nous avons done ici une nouvelle traduction proba- 
biliste: le semi-groupe N, ne fait pas apparaitre d’intkgrale stochastique 
multiplicative. 
Dans le cas de la dimension p = 2, la commutativitk de O(2) fait 
apparaitre d’importantes implifications si les fonctions V (ou T) prennent 
leurs valeurs dans les homothkties de R2 (oti f-‘(m)): les fonctionnelles A 
(et S) deviennent simplement des exponentielles usuelles d’intkgrales 
stochastiques (ou ordinaires). 
Remarque. Le semi-groupe associt: B l’opkrateur de J. C. Simons dkrit 
dans le paragraphe s’obtient en subordonnant une fonctionelle multi- 
plicative associke A l’opkateur symttrique RN - NN. 
REFERENCES 
1. B. C. BISHOP AND CRITTENDEN, “Geometry of Manifolds,” Academic Press, Orlando, FL, 
1964. 
2. P. GAVEAU AND J. VAUTHIER, Intirgrales stochastiques oscillantes: L’tquation de Pauli, 
J. Funct. Anal. 44 (1981), 383400. 
3. N. IKEDA, I. SHIGEKAWA, AND S. TANIGUCHI, The Malliavin calculus and long time 
asymptotics of certain Wiener integrals, in “Proc. Centre for Mathematical Analysis, 
Australian National University,” Vol. 9, pp. 46113, Austral. Natl. Univ., Canberra, 1985. 
4. N. IKEDA AND S. WATANABE, “Stochastic Differential Equations and Diffusion Process,” 
North-Holland, Amsterdam, 1981. 
5. P. MALLIAVIN, Sur certaines intbgrales stochastiques oscillantes, C. R. Acad. Sci. 295 
(1982), 295-300. 
6. P. MALLIAVIN, Minoration de l’ktat fondamental de l’iquation de Schrijdinger du 
magnttisme et calcul des variations stochastiques, C. R. Acad. Sci. 302 (1986), 481486. 
7. I. SHIGEKAWA, Eigenvalue problems for the SchrGdinger operator with magnetic field on a 
compact Riemannian manifold, J. Funcr. Anal. 
8. J. SIMONS, Minimal submanifolds in a Riemannian manifold, Ann. of Math. 88 (1968), 
62--105. 
